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1 Kombinatorika


Kombinatorika je oblast matematiky, ve které se budeme věnovat výběru určitého počtu prvků (těmi mohou být čísla, lidé, věci; vpodstatě cokoliv) z nějaké, předem dané, známé skupiny prvků. Především se budeme zabývat otázkou, kolika způsoby lze tento výběr provést, kolik různých výsledků může nastat. Důležitou roli zde hraje to, jak bude tento počet možných výběrů ovlivněn velikostí skupiny, ze které vybíráme, ale i velikostí skupiny, kterou vybíráme. Velmi často zde budeme pracovat se skupinami a množinami (což někdy může, ale i nemusí být to samé), proto bude před studiem kombinatoriky vhodné zopakovat si dříve získané poznatky o množinách.

Kombinatoriku používáme nevědomky v běžném životě. Každý jistě dovede snadno spočítat, kolik různých výsledků může nastat např. při hodu jednou nebo dvěma stejnými mincemi či hracími kostkami, kolik tanečních párů lze na diskotéce sestavit z přítomných lidí (známe-li jejich počet), či kolika způsoby mohu zahrát tah v rozehrané partii dámy. Takovéto jednoduché úlohy řešíme obvykle rozepsáním všech možných výsledků způsobem „každý s každým“, takzvaným výčtem všech možností.
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Příklad 1: Kolik různých výsledků může nastat při jednom hodu dvěma hracíma kostkama?

Řešení: Sestavujeme dvojice, jejichž prvky jsou čísla, která mohou padnout na kostce, tedy čísla {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Výčet všech možností je:

{1, 1}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6},

{2, 2}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {2, 6},

{3, 3}, {3, 4}, {3, 5}, {3, 6},

{4, 4}, {4, 5}, {4, 6},

{5, 5}, {5, 6}, 

{6, 6}.

Může tedy nastat 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 21 různých výsledků.


Často se ale setkáme i se situacemi, které výčtem všech možností nevyřešíme, obvykle proto, že počet prvků je příliš vysoký a tento postup by byl extrémně dlouhý. Tyto situace však nejsou nikterak vzácné. Mohlo by nás zajímat, kolik celkem existuje trojciferných čísel (není to 1000), kolika způsoby lze rozehrát první dva tahy šachu (včetně rozehrávek, které bychom nikdy neudělali, protože vedou k jisté prohře), nebo kolik existuje možných výsledků jednoho tahu sportky, táhne-li se 6 čísel ze 49 - to nám umožní spočítat si pravděpodobnost výhry. Prvky kombinatoriky lze nalézt rovněž u rulety, pokeru, dá se říci, že téměř u všech hazardních her. Kombinatorika úzce souvisí s teorií pravděpodobností, s níž se setkáme v příští kapitole.

Rozvoj pravděpodobnosti a tím i kombinatoriky díky oblibě hazardních her probíhal od 16. stol. a dále pokračoval v 17. a 18. stol. a je spojen především se jmény N. Tartaglia, B. Pascal. P. Fermat, G. W. Leibniz, J. Bernoulli a K. F. Gauss. Ve 20. stol. kombinatorika proniká i do geometrie, ekonomie, programování (kódování) a statistiky.

2 Základní kombinatorická pravidla


Tato pravidla a z nich odvozené předpisy slouží k řešení výše zmíněných složitějších situací. Je dost pravděpodobné, že jsme je už několikrát použili, aniž bychom věděli, že jde o nějaká pravidla.

2.01. Kombinatorické pravidlo součtu


Máme k  konečných množin (
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), které mají 
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prvků                              (
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) a nechť žádný prvek neleží ve dvou množinách zároveň (říkáme, že každé dvě množiny jsou navzájem disjunktní). Pak počet způsobů, kterými lze vybrat právě jeden prvek ze sjednocení těchto množin (ze všech množin dohromady) je roven 
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Příklad 2: Ze čtyř mužů a tří žen máme vybrat jednoho kandidáta na funkci ředitele. Kolika způsoby to lze provést? 

Řešení: Máme dvě disjunktní množiny (muže a ženy) o počtu prvků 4 a 3. Na výběr kandidáta tedy máme 4 + 3 = 7 možností. 
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Příklad 3: Kolik různých čtverců je na obrázku?

Řešení: Množinu všech čtverců na obrázku rozložíme na podmnožiny, které obsahují čtverce o straně délky 1, 2, 3, 4. Je jasné, že jeden čtverec nemůže patřit do více podmnožin zároveň; množiny jsou disjunktní. Počet jejich prvků je (viz obr. 1) 16, 9, 4 a 1.

[image: image20.jpg]
Podle kombinatorického pravidla součtu máme na výběr čtverce celkem 16 + 9 + 4 + 1 = 30 možností. Na obrázku je tedy 30 čtverců. 

Domácí úkol: Najděte zákonitost, která platí pro počty čtverců o stranách délek 1, 2, 3, 4  a vypočtěte kolik čverců by na obrázku bylo, kdyby byl velký čtverec složen z obecně
[image: image6.emf]n ×n

čtverců (namísto z
[image: image7.emf]4 × 4

). 

2.02 Kombinatorické pravidlo součinu


Vybíráme skupinu o obecně k  prvcích, pro
[image: image8.emf]k ∈ ℕ

 (dále také k-tici), kde pořadí prvku ve skupině hraje roli. Takovéto skupiny budeme označovat jako uspořádané, nebo také jako skupiny, kde záleží na pořadí prvků (více o rozdělení skupin naleznete v další části tohoto materiálu). 


Počet všech různých uspořádaných k-tic prvků, jejichž první člen lze vybrat
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Příklad 4: U stánku se zmrzlinou mají 4 druhy zmrzlin (vanilková, čokoládová, jahodová, citrónová) a 2 druhy polev (zelená a růžová). Z kolika různých zmrzlin s polevou si můžeme vybrat?

Řešení: První prvek (zmrzlinu) si lze vyhrat 4-mi způsoby; druhý prvek (polevu) si lze vybrat 2-ma způsoby. Podle kombinatorického pravidla součinu tedy máme na výběr celkem
[image: image14.emf]4 ⋅ 2 =8

zmrlzin s polevou. Pro kontrolu ještě provedeme výčet všech možností (viz. obr. 2).
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Příklad 5 a): Kolik celkem existuje různých trojciferných čísel?

Řešení: Je jasné, že zde s výčtem prvků neuspějeme; čísel je příliš mnoho. Použijeme tedy kombinatorické pravidlo součinu: Vybíráme uspořádanou trojici. Pro výběr první cifry máme 9 možností (číslo nesmí začínat nulou – pak by už nešlo o trojciferné číslo), pro výběr druhé cifry máme 10 možností, stejně jako pro výběr třetí cifry. Celkem máme na sestavení trojciferného čísla
[image: image15.emf]9 ⋅ 10 ⋅ 10=900

možností. Čísel je tedy 900.

Příklad 5 b): Kolik celkem existuje různých trojciferných čísel, s různými ciframi?

Řešení: Cifry mají být různé. S každou již vybranou cifrou se tedy sníží přípustný počet čísel pro další cifry. Pro výběr první cifry máme opět 9 možností, pro výběr druhé cifry máme už jen 9 možností (navíc lze použít nulu, ale nesmíme použít číslo, které už je v první cifře), pro výběr třetí cifry zbývá 8 možností. Čísel je tedy
[image: image16.emf]9 ⋅ 9 ⋅ 8=648

.


Díky těmto základním kombinatorickým pravidlům lze situace, se kterými se nejen v kombinatorice setkáme, rozdělit na 2 typy:

1) Tam, kde si lze při výběru říci „nebo“, „některý z“, apod. použijeme kombinatorické pravidlo součtu (+).

2) Tam, kde si lze při výběru říci „a zároveň“, „k tomu“, „poté“ apod. použijeme kombinatorické pravidlo součinu (*).

Příklad 6: (turistický problém) Z místa A do místa B vedou 3 turistické cesty. Z místa B do místa C vedou 2 cesty (viz. obr. 3). Kolika způsoby si můžeme vybrat trasu z místa A přes místo B do místa C a zpět, chceme-li právě jednu z pěti spojovacích cest použít dvakrát? 

[image: image22.emf]Řešení: Při výběru cesty, kterou použijeme dvakrát máme dvě možnosti: Buď to bude cesta mezi A a B, nebo cesta mezi B a C. Je jasné, že obě situace zároveň mastat nemůžou. Podle kombinatorického pravidla součtu tedy výsledky z obou situací sečteme. Průběh řešení sledujte na obr. 3.

1) Dvakrát použijeme cestu mezi A a B: Z A do B máme na výběr tři cesty. Poté z B do C máme na výběr ze dvou cest. Při cestě zpět z C do B máme pouze jednu možnost – musíme jít po cestě, po které jsme nepřisli (opakovat musíme cestu mezi A a B). Nakonec z B zpět do A máme opět jednu možnost – musíme použít cestu, kterou jsme použili předtím. Podle kombinatorického pravidla součinu je pro tuto situaci celkem 
[image: image17.emf]3 ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ 1= 6

tras.

2) Dvakrát použijeme cestu mezi B a C: Z A do B máme na výběr tři cesty. Poté z B do C máme na výběr ze dvou cest (stejně jako v 1)).  Při cestě zpět z C do B máme pouze jednu možnost – musíme jít po cestě, po které jsme přisli. Nakonec z B zpět do A máme dvě možnosti – nesmíme použít cestu, kterou jsme použili předtím. Podle kombinatorického pravidla součinu je pro tuto situaci celkem 
[image: image18.emf]3 ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ 2=12

tras.

Výsledky nyní sečteme. Celkový počet způsobů pro výběr turistické trasy je 
[image: image19.emf]6+ 12=18.


V takovýchto situacích je nutné použít obě kombinatorická pravidla společně. Často se však setkáme s problémy, kde si s přímým použitím kombinatorických pravidel nevystačíme - například určení počtu všech možných výsledků jednoho tahu sportky 6 ze 49. V těchto situacích budeme muset pomocí kombinatorických pravidel odvodit platné vztahy a ty pak použít. Abychom to nemuseli dělat u každé úlohy zvlášť, odvodíme nyní platné vztahy (vyjádřené matematickými vzorci) pro nejčastější situace a naučíme se je rozlišovat. To bude náplní další části materiálu.
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