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1 Kombinatorické skupiny


Vytvoříme/vybereme skupinu o k prvcích z množiny o n prvcích, 
[image: image1.emf]k , n ∈ ℕ

 (jaký je rozdíl mezi skupinou a množinou?). Budeme při tom sledovat dvě vlastnosti vybírané skupiny:

1) Mohou se prvky ve skupině opakovat? 

1. Pokud ne, jde o skupiny bez opakování. V případě losů, či výběrů to znamená, že se tažené prvky do osudí nevrací.

2. Pokud ano, jde o skupiny s opakováním. 

2) Záleží na pořadí prvků ve skupině?

1. Pokud ne, jde o neuspořádané skupiny – typické pro výběry, kde jsou prvky rovnocenné; i když je promícháme, pořád jde o tutéž skupinu.

2. Pokud ano, jde o uspořádané skupiny. Skupiny se stejnými prvky ale jiného pořadí považujeme za dvě různé skupiny.

Příklad 1 a): Velitel policie má sestavit dvoučlennou hlídku. K dispozici má čtyři policisty.  Z kolika různých hlídek má na výběr?

Řešení: Je zřejmé, že ve dvoučlenné hlídce nemůže být dvakrát ten samý policista. Jde tedy             o skupinu bez opakování. Úlohu vyřešíme výčtem všech možností:

[image: image30.jpg]Velitel může sestavit 6 různých hlídek.

Příklad 1 b): Nyní se setmělo. Aby se policisté na hlídce nebáli, dostanou od velitele baterku. Ale který ji dostane? Změní se počet různých hlídek, ze kterých má velitel na výběr? 

Řešení: Opět půjde o skupinu bez opakování. Zkusíme výčet všech možností:

[image: image31.emf]Velitel může sestavit 12 různých hlídek. To je mnohem více než ve dne. Je to tím, že v 1 a) byly hlídky neuspořádané skupiny, zatímco v 1 b) uspořádané skupiny – záleží na pořadí (oba chtěli baterku). 


Obecně se dá říci, že uspořádaných skupin (při stejně velkých výběrech ze stejně velkých množin) je stejně nebo více než neuspořádaných skupin.

2 Základní kombinatorické skupiny


Podle vlastností můžeme kombinatorické skupiny rozdělit do čtyř základních skupin:

1) bez opakování, uspořádané,

2) bez opakování, neuspořádané,

3) s opakováním, uspořádané,

4) s opakováním, neuspořádané.

Ke každé skupině si nyní uvedeme platné matematické vztahy. 

2.01 Skupiny bez opakování, uspořádané – permutace, variace

Permutace bez opakování - P(n)


Hledáme počet všech způsobů, kolika lze vybrat skupinu o n prvcích z množiny o n prvcích – vybíráme vlastně celou množinu, jde jen o to, jak budou prvky seřazeny (jde                 o uspořádanou skupinu).

Příklad 2: Kolika způsoby se může seřadit čtyřčlenné družstvo?

Řešení: Vybíráme na 4 pozice ze 4 lidí. Lidé se nemohou opakovat. Na první pozici máme na výběr ze všech čtyř lidí. Na druhou už jen ze tří lidí (jeden už je na první pozici). Na třetí pozici zbývají dva lidé a na čtvrtou jeden poslední. Celkem tedy různých permutací (seřazení) čtyř lidí (prvků) je 
[image: image2.emf]4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1= 24

(využíváme kombinatorické pravidlo součinu).

Obecně, bude-li n prvků, počet permutací bude:  
[image: image3.emf]P ( n )= n ⋅ ( n −1 ) ⋅ ( n− 2 ) ⋅ … ⋅ 2 ⋅ 1 =n !

.


Číslo 
[image: image4.emf]n !

se nazývá faktoriál (násobení a snižování o 1) a v kombinatorice je velmi důležité. Takto lze faktoriál definovat pouze pro přirozená čísla (celá kladná). Pro potřeby výpočtů dodefinujeme 
[image: image5.emf]0!=1

. Ovládání práce s faktoriály je velmi důležité pro pochopení následující látky. Věnujte mu proto jednu vyučovací hodinu.

Variace bez opakování – V(n, k)


Hledáme počet všech způsobů, kolika lze vybrat skupinu o k  prvcích z množiny o n prvcích, kde
[image: image6.emf]n > k

. Už tedy nevybíráme celou skupinu, ale pouze její část. Prvky se ve skupině nesmějí opakovat a na jejich pořadí záleží.

Příklad 3: Kolik čtyřmístných číselných kódů lze vytvořit z číslic {1, 2, 3, 4, 5, 6}, nesmějí-li se číslice v kódu opakovat? 

Řešení: Zde je 
[image: image7.emf]k = 4

a 
[image: image8.emf]n =6

. Na 4 pozice vybíráme ze 6 číslic. Na první pozici máme na výběr ze všech šesti číslic. Poté na druhou už jen z pěti (jednu číslici jsme už použili na první pozici). Na třetí pozici kódu zbývají čtyři číslice a na čtvrtou pozici tři číslice (tři už byly použity předtím). Celkem lze vytvořit 
[image: image9.emf]6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 3=360

různých číselných kódů (využíváme kombinatorické pravidlo součinu).

Obecně, vybíráme-li skupinu (variaci) o k prvcích z množiny o n prvcích, bude počet těchto variací bez opakování: 
[image: image10.emf]V ( n , k )= n ⋅ ( n −1 ) ⋅ … ⋅ ( n− k +1 )=

n !

( n − k ) !

.

Příklad 4: Kolika způsoby může být zaplněn stupeň vítězů po skončení závodu 15ti běžců?

Řešení: Stupeň vítězů má 3 místa. Na pořadí samozřejmě záleží (každý chce vyhrát), jeden člověk nemůže obsadit dvě příčky. Hledáme tedy počet všech variací 
[image: image11.emf]V ( 3, 15 )

. Použijeme výše odvozený vzorec. 
[image: image12.emf]V ( 3, 15 )=

15 !

( 15− 3) !

=

15 !

12 !

=

15 ⋅ 14 ⋅ 13 ⋅ 12 !

12 !

=

15 ⋅ 14 ⋅ 13 ⋅ 1

1

=15 ⋅ 14 ⋅ 13 =2730

Způsobů obsazení stupně vítězů.

2.02 Skupiny bez opakování, neuspořádané – kombinace - C(n, k)


Hledáme počet všech způsobů, kolika lze vybrat skupinu o k  prvcích z množiny o n prvcích, kde
[image: image13.emf]n ≥ k

. Prvky se ve skupině nesmějí opakovat a na jejich pořadí nezáleží. Počet všech skupin by měl být nižší než v případě uspořádaných skupin (viz. Příklad 1). Ale kolikrát? 


Abychom to zjistili, je třeba uvědomit si vztah mezi variacemi a kombinacemi: Každé kombinaci (tedy k-tici) odpovídá k! různých variací. k! je totiž počet všech permutací (seřazení) z k  prvků. Tyto prvky tedy tvoří jednu kombinaci (neboť zde nezáleží na jejich pořadí), ale k! variací (neboť zde záleží na jejich pořadí – variací je k! krát více). Pro počet všech k-členných kombinací z n prvků C(n, k) tedy platí:
[image: image14.emf]C ( n , k ) ⋅ k ! =V ( n , k )

, tudíž
[image: image15.emf]C ( n , k )=

V ( n , k )

k !

=

n !

k !⋅ ( n − k ) !

.  


Výraz z pravé strany 
[image: image16.emf]n !

k !⋅ ( n − k ) !

 značíme symbolem
[image: image17.emf](

n

k

)

a nazýváme ho kombinační číslo. Čteme „n nad k“. Znalost kombinačních čísel využijeme i v dalších oblastech matematiky – především při sestavování tzv. Pascalova trojúhelníku a následně                v binomické větě. Věnujte proto tomuto tématu alespoň jednu vyučovací hodinu.

Příklad 5: Při namátkové kontrole kvality vybíráme tři výrobky ze zásilky obsahující patnáct výrobků. Kolika způsoby to lze udělat?

Řešení: Zde hraje roli pouze to, které výrobky zkontrolujeme (na jejich pořadí při kontrole nezáleží) a výrobky se nesmějí ve výběru opakovat (chceme zkontrolovat tři různé výrobky).

Použijeme výše uvedený vzorec pro kombinace – vybíráme 3 prvky z 15.


[image: image18.emf]C ( 15, 3) =

15 !

3 !⋅ 12 !

=

15 ⋅ 14 ⋅ 13 ⋅ 12 !

3 !⋅ 12 !

=

15 ⋅ 14 ⋅ 13

3 ⋅ 2

=

2730

6

=455

možných způsobů kontroly.

Příklad 6: Kolik existuje všech možných výsledků jednoho tahu sportky, táhne-li se 6 čísel ze 49 čísel?  


Řešení: Tažená čísla se do osudí nevrací a na pořadí tažených čísel nezáleží (stejně jsou nakonec vzestupně seřazena). Hledáme tedy počet všech šestičlenných kombinací ze 49-ti prvků.


[image: image19.emf]C ( 49, 6 )=

49 !

6 !⋅ 43 !

=

49 ⋅ 48 ⋅ 47 ⋅ 46 ⋅ 45 ⋅ 44 ⋅ 43 !

6 !⋅ 43 !

=

49 ⋅ 48 ⋅ 47 ⋅ 46 ⋅ 45 ⋅ 44

6 ⋅ 5 ⋅ 4 ⋅ 3 ⋅ 2 ⋅ 1

=13 983 816.


Pokud bychom si vsadili, pravděpodobnost hlavní výhry bude 
[image: image20.emf]1

13 983 816

=0,00000715

%.


Na většině kalkulaček najdeme tlačítko faktoriál (obvykle „x!“). Některé úlohy, jako třeba Příklad 6, proto nemusíme řešit ručně.

2.03 Skupiny s opakováním, uspořádané – variace, permutace

Variace s opakováním – V´(n, k)


Hledáme počet všech způsobů, kolika lze vybrat skupinu o k  prvcích z množiny o n prvcích. Už nemusí platit
[image: image21.emf]n > k

. Prvky se totiž ve skupině mohou opakovat a na jejich pořadí záleží.

Příklad 7: Kolik čtyřmístných číselných kódů lze vytvořit z číslic {1, 2, 3, 4, 5, 6}? 

Řešení: Jelikož se číslice v kódu mohou opakovat, máme pro výběr každé z nich 6 možností. Kód je čtyřmístný. Podle kombinatorického pravidla součinu lze vytvořit 
[image: image22.emf]6 ⋅ 6 ⋅ 6 ⋅ 6 =6

4

=1296

různých číselných kódů. 

Obecně, vybíráme-li skupinu (variaci) o k prvcích z množiny o n prvcích, bude počet těchto variací s opakováním: 
[image: image23.emf]V ´ ( n , k ) =n

k

.

Permutace s opakováním – P´(k1, k2, …, kn )


Zde bude situace složitější, než u permutací bez opakování. Máme na výběr n typů prvků (každý v neomezeném množství) a chceme, aby se každý z typů vyskytoval ve výběru k1, k2, …, kn krát (bude součástí zadání). Tím máme rovněž dáno, kolik prvků ve výběru vlastně bude: bude to 
[image: image24.emf]k = k

1

+ k

2

+ …+ k

n

. 
[image: image25.emf]k ≥ n

. Hledáme pak počet všech k-členných permutací s opakováním z n prvkù, označíme P´(k1, k2, …, kn ), kde čísla k1, k2, …, kn určují, kolikrát se každý z daných n prvkù má opakovat.

Příklad 8: Určete počet všech uspořádaných dvojic z prvků a, b, v nichž se prvek a opakuje dvakrát a prvek b třikrát.

Řešení: Provedeme výčet všech možností:

(a; a; b; b; b), (a; b; a; b; b), (a; b; b; a; b), (a; b; b; b; a), (b; a; a; b; b),

(b; a; b; a; b), (b; a; b; b; a), (b; b; a; a; b), (b; b; a; b; a), (b; b; b; a; a).

Hledaných skupin je 10. Tento postup však většinou nebude vhodný.

Bez odvození uvedeme vzorec pro počet všech permutací s opakováním. Odvození vzorce lze nalézt např. v [2].
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. Ověřte výsledek příkladu 8 dosazením do vzorce.

2.04 Skupiny s opakováním, neuspořádané – kombinace - C´(n, k)

Hledáme počet všech způsobů, kolika lze vybrat skupinu o k  prvcích z množiny o n prvcích. Už nemusí platit
[image: image27.emf]n ≥ k

. Prvky se totiž ve skupině mohou opakovat a na jejich pořadí nezáleží. 

Příklad 9: Jdu si do obchodu koupit 3 lahve limonády. Mají tam pouze 2 druhy: černou a žlutou. Z kolika různých kombinací si mohu vybrat při koupi 3 lahví?

[image: image32.emf]Řešení: Provedeme výčet všech možností:

Máme na výběr ze čtyř nákupů limonád. Tento postup však pro obtížnější zadání nebude vhodný.

Bez odvození uvedeme vzorec pro počet všech kombinací s opakováním. Odvození vzorce lze nalézt např. v [2].

k-členná kombinace s opakováním z n prvků
[image: image28.emf]n , k ∈ ℕ

 je každá neuspořádaná k-tice sestavená z daných n prvkù tak, že se v ní prvky mohou opakovat, a to až k-krát. Pro počet všech kombinací s opakováním plati: 


[image: image29.emf]C ´ ( n , k )=

( n+ k −1 ) !

k !⋅ ( n −1) !

=

(

n + k −1

k

)

.

Ověřte výsledek příkladu 9 dosazením do vzorce.

3 Závěr


Cílem tohoto materiálu není naučení vzorců nazpaměť (proto jsou uvedeny vpodstatě přehledově). Vzorce je možné najít v tabulkách a nejsou nám k ničemu, pokud nevíme, který z nich použít. Cílem tohoto materiálu je naučit rozpoznávat situace, které v kombinatorice mohou nastat a předvést to na konkrétních příkladech. Více příkladů z kombinatoriky je možné nalézt v [1]. Touto oblasti se budeme detailně zabývat v poslední části materiálu.
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